Analise Matematica

CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS
Ul-S1

Nesta secao vamos conhecer os numeros naturais. Vamos aprender a construi-los e entender a
origem das operacdes de adicao e multiplicacao.

Numeros naturais

A ideia central da construcao dos numeros naturais € a nocao de que todo numero natural possui
um sucessor (o equivalente de "somar 1" ao numero). Esse sucessor deve ser Unico para cada
numero, e numeros diferentes devem ter sucessores diferentes. Assim, a partir do primeiro
elemento do conjunto (o numero 1), todos os outros serao obtidos (a questao se o zero deve ou nao
ser incluido nos numeros naturais nao vem ao caso no momento; do ponto de vista descrito acima
bastaria, ao inseri-lo, considera-lo como o primeiro elemento do conjunto, cujo sucessor sera 1).
Formalmente, essa construcao se da por meio dos axiomas de Peano, nome esse que faz referéncia

ao matematico Giussepe Peano (1858 - 1932).

Vamos conhecer os axiomas. Para isso, vamos considerar N o conjunto dos numeros naturais ( a
ser construido) e postulamos que N tem as seguintes propriedades (LIMA et al., 2006):
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Todo numero natural possui um unico sucessor e numeros naturais distintos possuem sucessores
distintos. Isto &, existe uma func¢ao injetora s:N — N tal que, paracada neN, s(n) € o sucessor
de n.

. /

Essas trés propriedades sao as chamadas de axiomas mencionadas aqui e que nao foram demonstradas, e

de Peano e sao suficientes para a construcao dos refaca todas as demonstradas, de preferéncia
numeros naturais e das operacoes de adicao e consultando o texto somente ao final da

multiplicacao, como veremos. Do primeiro axioma demonstracao).

segue que, se M =N , entao S(m) = S(n), isto €, O segundo axioma trata especificamente do numero 1,
a primeira propriedade faz referéncia as funcoes gue apesar de possuir um sucessor € o Unico que nao

injetoras, ou seja, nao ha dois elementos distintos no é sucessor de nenhum outro. O terceiro axioma,
dominio com a mesma imagem, e também fala sobre denominado principio da indug¢ao, € a base para a

a sequéncia de numeros que possuem sucessores (¢ construcao das operacdes de adicao e multiplicacao,
imprescindivel para a boa fixacao dos conteudos que assim como a demonstracao de diversas propriedades
vocé, estudante, faca no papel todas as passagens dos numeros naturais.



Vamos entao a essas operacoes. A adigao, que associa ao par (m,n) o numero m+n, € definida da

seguinte maneira a partir dos axiomas de Peano:

m +1—s(m) m + s(n) = s(M + n)

Ao substituir s(n) porn+1 e s(m+n)por (m+n)+ 1, obtemos:

Mm+M+D)=>(M+n)+1

Note que utilizamos aqui somente as definicoes dadas nos axiomas 1 e 2, de modo que a construcao
nao depende de nenhuma outra estrutura que nao as ja apresentadas. Ainda mais, as equacoes
acima sao validas para qualguer numero natural. Ja a multiplicacao de dois numeros, que associa ao

par (m,n) o numero M- N, é obtida a partir das seguintes definicoes:

m-1=m m-s(nN)=m-n-—+m

onde a operacao de multiplicacao deve ser feita sempre primeiramente a operacao de adicao.
Assim temos, rearranjando as equacoes:
m-(n+1)=m-n+m
Pelo terceiro axioma de Peano, o principio de inducao, mostra-se que:
m+ (N + p)=(M-+nN)+ p (associatividade da adigdo)
Mm-(N4+p)=m-Nn+m-p (distributividade — relaciona a adicdo com a multiplicacdo)
Mm-+nNn=n-+m (comutatividade da adicao)

m-Nn=n-m (comutatividade da multiplicacao)

Vocé conheceu as principais caracteristicas do conjunto dos nimeros naturais. Lembre-se
de que e importante destrinchar todas as passagens do texto que estudamos para seu

aprendizado.



